ENSA d’Al-Hoceima Année 2019/2020
AP-I, Premiere Année, Semestre 2
Algebre Linéaire, TD6

Série N°6 : Matrices, déterminants et systémes

Exercice 1
Soit A la matrice donnée par

2 -2 2
A= 2 2 2
1 1 2
Trouver ’'endomorphisme ¢ associé a A relativement & la base canonique de R3.

Calculer le déterminant de A.

Déterminer la matrice inverse A~1. ¢ est-il bijectif ?
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Déterminer ¢! relativement & la base canonique de R3.

Exercice 2
Soit (S) le systeme différentiel linéaire sans second membre

A = ) -
(5)'{ y(t) = 2a(t

(t)
(t)

| | =

Y
Y
ol x et y sont des fonctions dérivables de R dans R. Soit t € R — X (t) = (ggg) € R

1. Ecrire (S) sous la forme matricielle X’(t) = BX(t) oli B est une matrice & déterminer. La
matrice B est-elle inversible 7

2. Calculer B? et B3. Que peut-on déduire ?
3. Calculer la matrice A = exp(tB) en fonction de ¢.

4. En déduire les expressions des fonctions ¢ — z(t) et ¢ — y(t) lorsque z(0) = 1 et y(0) = —1.

Exercice 3
Soit A la matrice donnée par

8§ -1 =5
A=| -2 3 1
4 -1 -1

Soit ¢ I’endomorphisme de R? associé a A relativement & la base canonique de R3.
1. Déterminer I’expression de ¢
2. Calculer A? et A3, puis déterminer 2 et 3.

3. Calculer le déterminant de A, puis déterminer la matrice A71.

Exercice 4

le’ 0 -1
Soit a € R et A, la matrice carrée donnée par A, = | 2 «o 1
—4 -1 «

1. Déterminer I’ensemble Z des valeurs de a pour lesquelles la matrice A, est inversible.
2. Calculer la matrice A, ! pour a appartenant & Z.

ar+0y—z=-1
3. En déduire, lorsque a € Z, la solution du systeme (P) : 2r+ay+z=1
—dr—y+az=1



Exercice 5
Soit A la matrice donnée par

a a
A= 11 12
az1 22

On appelle la trace de A le nombre noté “tr(A)” défini par tr(A4) = ay1 + age.
Montrer que le polynome caractéristique P4(x) de A s’écrit sous la forme

Pa(z) = 2% — tr(A)z + det(A)
Exercice 6

On donne une matrice A carrée d’ordre n, A, dont le coefficients appartiennent a un corps
commutatif K; on note P le polyndme caractéristique de A.

1. Montrer que A est inversible si et seulement si P(0) # 0
2. Montrer que le polynéme caractéristique R de A~! s’écrit sous la forme suivante :

Exercice 7
Soit M la matrice donnée par

1 00 0
1 4 1 -2
M=1 9 1 9
1 21 0

Soit ¢ I’endomorphisme de R* associé a A relativement & la base canonique de R*.
1. Déterminer I’expression de ¢
2. Calculer A% et A3, puis déterminer ¢? et .
3. Calculer le déterminant de A, puis déterminer la matrice A=!.

Exercice 8
Soit (S) le systeme différentiel linéaire sans second membre

(@) = z(t)+2y()+ 2(t)

2 y(t) + 32(t)
3z(t)
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olt @, y et z sont des fonctions dérivables sur R. Soit t € R — X (¢) = | y(t) | € R3.
z(t)
1. Ecrire (S) sous la forme matricielle X’(t) = BX (t) oit B est une matrice & déterminer. La
matrice B est-elle inversible ? Qu’appelle-t-on ce type de matrice ?

2. Montrer que la matrice B s’écrit sous la forme D + N ou D est une matrice diagonale a
déterminer et N est une matrice nilpotente a déterminer.
*Déterminer ’indice de nilpotence de N.

3. En utilisant écriture B = D+ N, montrer que exp(tB) = exp(tD) (I3 + tN + $t>N?) pour
tout ¢t € R ou I3 est la matrice identité de taille (3 x 3).

4. Calculer les matrices P = exp(tD) et Q = I3 +tN + 12 N2,

5. En déduire 'expression de la matrice A = exp(¢B) en fonction de t.

6. En déduire les expressions des fonctions ¢t — x(¢), t — y(t) et ¢ — z(¢) lorsque z(0) = ki,
y(0) = kg et 2(0) = k3.
*Déterminer les fonctions t — x(t), t — y(t) et t — z(t) lorsque k1 = 1, ko = —1 et k3 = 2.



